Logika t¥id

V kapitole ,Predikatova logika“ jsme uvedli, Ze jamistné
predikaty vyjaduji néjakou vlastnost.

a) ,Karel je studentem.” (ma vlastnost ,byt stotm®)
b) ,Cislo 9 je dlitelné 3.“ (méa vlastnost ,bytditelné 3)
c) ,Pan Novak bydli ve Smetanoulici.”

Ve vSech pipadech sjaké konkrétni individuum (logicky prvek)
zarazujeme doifdy (mnoziny, souboru) dalSich privknajicich tutéz
vlastnost.

Jde tedy o

a) tidu prvk, jejichz spolénou vlastnosti je , byt studentem®,
b) mnozZinwisel, jimzZ je spoléna vlastnost ,byt ditelny tremi*

C) soubor okani, jimz je spoléné to, ze vSichni bydli ve
Smetanov ulici.

Mame zde cginit s individui a tidami (mnozinami, soubory).
Logika tid je takovou satasti moderni (symbolické) logiky, ktera
se zabyva odlisovanim logickych individui i&df organizaciiid,
typy tid, vztahy meziifdami a operacemi gidami.



Zakladni pojmy logiky t¥id

Logické individuum je takovy objekt mysleni, ktepg v dané
souvislosti od jinych objekit odliSitelny a v téZe souvislosti neni
dale rozkladan.

Logicka tida je soubor logickych individui, majicich «iié dané
souvislosti spolénou vlastnost nebo skupinu spoatgch vlastnosti.

Oblast zkoumani je tena ramcem ditého oboru, v 8mz musime
rozhodnout, co budeme povazovat za logické indiwdua co za
téidu. Je nutno si wdomit, Ze prvky uvazovanéidy jsou v utité
oblasti zkoumani dale nerozkladné, ale v jinych velastech
mohou vystupovat jako samostathiéy.

Tim vznikne hierarchierid.

Hierarchie trid

Tfida 1.radu obsahuje jako své prvky logicka individua.
Ttida 2.radu obsahuje jako své prvkydy 1.radu.
Tiida 3.radu obsahuje jako své prvkydy 2.radu.

Tiidan. fadu obsahuje jako své prvkydy (n — 1).fadu.

Tridy nizSihoradu mivaji téz nazev patdy (podmnoziny).

Hierarchické usp@dani je mimgadre dilezité, protoze jeho
nerespektovani vede k logickym chybam. Z hierakdho
uspdadani vyplyvaji dv zasady, které je nutno dodrZovat.

1. Individuum afida, resp.rida f— 1).fadu atidan.fadu jsou
odliSnéhorddu a nesmi byt ztotomy.
Priklad. ,V éta je nepravdiva®.

Tento logicky paradox (antinomie, protimluv) vznilgorusSenim
prvni zasady.



Pokusime-li se o odpéd na otazku ,jaka je uvedenaéta?
Pravdiva nebo nepravdiva?“

a) Pravdiva: Je pravdou, co o &mrdi, tedy Ze je nepravdiva.
b) Nepravdiva: Pravdou je tedy opak, tedy Zergarghiva [viz a)]

Je nutno si wdomit, Ze mame cdinit s mnozinou nap 1. fadu,

ktera je definovana jako mnozina vSecht wvedenych v této
ucebnici.

Jednim z &kolika tisic logickych individui je &ta, ktera zni: ,\éta

je nepravdiva.”.

Zapis musi mit stejnou formu jako jiné zadznamy, iohagtejnou
formalni strukturu:

S je P
subjeki je predikat
Novak je student
,V éta je nepradiva“ je véta.

,Véta je nepravdiva.” je logicky prvek rigluSejici do itidy
(mnoziny, souboru)t.
q
2. Trida nenize byt prvkem sebe sama, protoze kazdy jeji prvek
musi byt prav o jeden stupenizSihoradu.
Mame-li #idu 4.fadu, smiji byt jejimi prvky jedire téidy 3. fadu;
nikdy ne 4radu (byla by prvkem sebe sama), ale aninagadu.
Tridy Ize definovat

a) rozsaho¥ — extenzionak tzn. ze vSechny prvky
vyjmenujeme.

Priklad. Seznam studeint 1. ratniku PEF lze pokladat za
extenzionalni popis mnoziny.

b) obsaho¥ — intenzionalg, tzn. vytenim vlastnosti, ktera
prislusi pouze prvikm danéitidy a Zzadnym jinym,

Priklad.



Mnozina lidi majicich statniifslusnosCR.

Mnozinacisel, clitelnych temi actyrmi.

q
Mnoziny nekonéné nebo konmé, jejichz poet prvki je nemozné
stanovit, je mozno definovat pouze intenziogaln

Ptiklad. Mnozina odani CR trpicich alergii.

Zakladni druhy t¥id (mnozin)

1) Neprazdna obsahugpdespa: jedenprvek
2) Prazdna neobsah@adnyprvek
3) Univerzalni obsahupsechnyprvky oblasti zkoumani

Prdzdna a univerzalnfida jsou miméadre vyznamné a v dalSim
vykladu se k nim vratime.

Vztahy mezi tridami (mnozinami)

(Néktedré vztahy a operacersdami budeme pro nazornost graficky
znazofiovat tzv. Vennovymi, resp. Eulerovymi diagramy. Bod
znazofiuji logicka individua, kruzniceridy a ¢tverec univerzum,
které zahrnuje vSechny prvky dané oblasti zkoumani)

V kalkulu tfid (mnozin) budeme uZivat symbolyy, z pro prongdnné
individui, symboly A, B, C pro #idy (soubory, mnoziny) a
kvantifikatory a funktory vyrokového kalkulu.dkteré nové terminy
zavedeme ve vykladu definici.

Vztah ¢lenstvi ve #idé

X NPA

Formuli je samoi&jmé mozno negovatX A



(x je prvkem mnozimyA, x pati do #idy A, X je sodasti souboriA
apod.).
Vztah inkluze (podirazenosti)(obr. 1)

A SB 2{TX) [x MA Lx MB]

(tfida A je ve vztahu inkluze kidé B, tfidaA je obsazena Witié B,
souborA je casti souborB). Trida A se ma kuidé B praw tak,
jako se ma logické individuum ku tidé A ve vztahuc¢lenstvi ve
tridé. Tak mizeme vyjadit hierarchii #id uzitim zakona
hypotetického sylogismu — viz Z 32.

[(x pA) <A YB)] £(x pB)

Vztah rovnosti

A =B {Ox) [x NhA 2x NB]
Vztah rovnosti Mmzeme také odvodit
A =B XA YB) B YA
A =B 2OX) {[x MA Lx 8] «afx MyB Lx MA] }

A =B 2{Tx) {[X A cfx B8] <X TIpB cifx MpA] }
A = B 21 @x) { (X THA) (X TB) (X THA) (x hA) E(x M) (X ThB) &F(x M) (x MA) }
A=B ) {xXMA)XMB) & 0 eh 0 Af(x MA) (x MB) }

A= B 2(Tx) { (x A)(x B) (X MAXTB) } viz 7 40 a
substituci
pix A, glx B

Vztah nerovnosti

A #B 2Ox) [x A 22 MB] 2 x) [x MhA £x MB]
ABxA=B



Poloha trid

a) Protinani trid (obr. 2)
Existuje alespb jeden prvek spot@my olEma tidam A, B, dale
existuje alespd jeden prvek nalezejici pouzéide A a kon€ng
alespa jeden prvek nalezejiciite B

(A protinaB) [
2 ) <@[(x pA) <alx MB)] <Ly)[(y MA) <aly MB)] <aU2)[(z MA) <alz B)]

b) Disjunktnost t¥id (obr. 3)
Neexistuje zadny prvek, ktery by pasowasreé do rejake tidy A a
do fidy B.

A disj. B “A) [(x MPA) <alx MHB)] 24 Tx) [(x MhA) <alx yB)]
Upravou na opany kvantifikator Z 65, gipadreé dle TE (Z 63),

A disj. B ADX) [(x MpA) affx MB)] 24Tx) [(x MhA) £(x MhB)].
VSechny existujici vztahy meziidami A a B miZzeme vyjadit
disjunktivnim slozenym vyrokem

(A =B) aA BB) &(B YA) (A protinaB) & (A disj. B).

Jde pochopitekh o tautologii, protoze jeden z uvedenych vatah
musi platit, coz je u disjunkce do&tigici podminka pro pravdivost
celého vyroku. Tato skutmost vystoupi zvlas jasre tenkrat,
uvédomime-li si, Ze vztahy

(A ©B), (B BA), (Aprotina B), (A disj. B) jsou souhrn&
vyjadritelné jako
A #B.

Nas souhrnny vyrok pak dostava poddbia B) A #B) a protoze
(A #B) A =B mizeme zapsat

(A=B)fA=B



(coz je nam @veérne znamy zakon vyloatenéhoitetiho (viz Z 2).

"~ s

Nékteré dulezitéjSi zakony charakterizujici vztahy mezi ¥idami

Z68 AUTA
769 0 GA
Z70 AYA

Z 71 [(AEB) <@B GA)
7 72 [(AEB) @B YO)]

7 73 AcB=Bgk

774 A+B=B+A

z75 (A=B)=(B=A)

7z 76 (A #B)=(B #A)

zakon reflexivity pro inkluzi

(A=B) zakon totoZnosti (identity)

(A YO zakon tranzitivity pro inkluzi

zakon komutativnosti pro
nasobeni (gmik)

zakon komutativnosti pro
itani (sjednoceni)

zakon komutativnosti pro
rovnost

zakon komutativnosti pro
nerovnost



Operace s fidami

Z danych tid (mnozin, soubdi) je mozno vytvéet tidy nové. Fje
se tak logickym &tanim, nasobenim, odanim ¢i vytvarenim
dophkad.

Priklad. V demografickych statistikach jeéiny postup vytviit ze
souboru diteli zakladnich Skol, ditelt odbornych Skol, &itela
strednich Skol a &iteli gymnazii soubor vyjadjici relativni¢etnost
ucitelt ve sledovaném regionu. Takovy soubor je vigndogickym
souwtem ¢ty soubofi. Logickym nasobenim tohoto souboru se
souborem vSech ¢hni zenského pohlavi ziskame relativietnost
ucitelek.

Takovym postupm iikamelogické operace
— sjednoceniid (logické gitani)
— phnik tfid (logické nasobeni)
— vytvd&eni dophku (komplementu)
— odeitani ¥id
Sjednoceni ¥id (viz obr. 4)
Z danych tid A, B vznikne novaiida S, kter4 obsahuje jako své
prvky vsechny prvky, které jsou obsazeny aléspgedné z danych

tiéid a Zadné jiné. (Jednu z danytid fripojime k druhé.)
Exaktre tuto skuténost vyjadime

S=A+B
(x MS) (x MpA) Erix MyB)
Priklad. Mnozina A obsahuje jako své prvky vSechna cela kladna
¢isla v intervalu 0 az 20:titelna 3.
3,6,9,12,15, 18



Mnozina B obsahuje jako své prvky vSechna cela kladisia
v intervalu 0 az 20ditelna 4.

4, 8,12, 16, 20

Mnozina (A+B) gbsahuje jako své prvky viechisla daného
intervalu clitelna 3 nebo 4 (,nebo” ve smyslu nev§lyicim).

3, 4,6,8,9,12, 15, 16, 18, 20

PovSimreme si souvislosti s defiémi tabulkou disjunkce.
Pranik t¥id (viz obr. 5)

Z danychtid A Bvznika novaiidaP, ktera obsahuje véechny
prvky, které jsou ofima ¥idam spoléné a zadne jiné.

(x MHP) 2(x MA) <alx NpB)
P=A:B

Piiklad. MnoZina A<B obsahuje jako své prvky vsechissla
daného intervalu ditelna 3 a 4. Podmince vyhovugésio 12. Jde
0 mnozinu o jediném prvku.

PovSimrime si souvislosti s defiemi tabulkou konjunkce.
Vytvareni dophiku (komplementu) (viz obr. 6)
Oblasti zkoumani jsou vSechna cela klagiséa v intervalu 0 az 20.

MnozZinu A tvoii &isla, ktera nejsou soastiA:
0,1,2,4,5,7,8,10, 11, 13, 14, 16, 17, 19,20.

MnoZinuB tvoii ¢isla, ktera nejsou soastiB:
0,123,56,7,9, 10, 11, 13, 14, 15, 17,188,

Mnozinu A+ B tvori ¢isla
0,1,2,5,7,10, 11, 13, 14, 17, 19.



Mnozinu AB tvoif v&echnasisla v intervalu 0 aZ 20 s vyjimkatisla
12.

q
A+A
cela oblast zkoumani (univerzum, konstanta)
B+E
A &b
prazdnd mnozina (konstanta 0).
B<E

(Neexistuje ani jeden spdley prvek.)
K dané tide A lze vytvdit tridu K, ktera obsahuje jako své prvky
vSechny prvky oblasti zkoumani, které nejsou prviRgoziny A.
Pokud pro oblast zkoumani zavedeme nazev univegumg&ime
ho konstantou 1 pak plati

A+K=1

Ack=0
Abychom zjednodusili symbolicky zapis, budeme mistazvu
mnoziny S uzivat @+B), misto nazvuP uzijeme (A<B) doplnsk
budeme nazyvat negaci dané mnoziny (v naSgoagt Z).

Nahradime-li ndzvy komplemenkunegaci dané mnozid),
ziskame dlezité rovnosti kalkuluifd.

7107 A+A=1 logicky souet jakékoli mnoZiny s
jejim dophkem zahrnuje vSechny
prvky dané oblasti zkoumani

Z 106 Ack=0 prinik jakékoli mnoZiny s jejim
doplhkem neobsahuje ani jeden
prvek dané oblasti zkoumani.

Odecitani trid (rozdil trid) (viz obr. 7)
Rozdilemtid A, B jsou vSechny prvky jedné z danyc¢fdf ktere
nejsou obsazeny vitlé druhé.

x A — B) 2x NpA) <X B

10



x (B - A) 2qx MB) <@ 1A

Nutno upozornit, Ze operace @@tani ¥id neni komutativni.

Z obr.¢. 7 je patrno, Ze Iz&Sit Ulohy odéitani jakousi Uvahou nebo
graficky. Neni to ale mozné, jde-li o slozité mnoziReSeni se
nabizi ze zapisu

X A — B) 21x MpA) <z B odvodime
A-BZAB resp.AB

Od mnoziny A ode&teme mnozinuB tak, ze A vynasobime
dophkemB.

Priklad.
a) Mame mnozintA* B, Od ni odéteme mnozindA <8),

(A+B)-(AsB)
Doplitkem mnozinyA <8 je A<B, Upravime tedy na
(A+B) s(AB) aplikaci De Morg.
zakona Z 86 ziskame
(A+B)s(A+B). dle zak. distributivnosti
(Z 84) adle Z 106
AA+AB+AB+BB=AB+AB viz obr. 4

Komentéar k obr. 4

Asvislé Srafovani

Bvodorovné Srafovani
A+Bjakékoliv Srafovani

A . Btast vytverekovana
ABpouze svisle SrafovaastA
ABpouze vodorovhsrafovan&astB

AB + ABtlusis obtazen&ast Srafovana hiisvisle anebo vodorogn

11



Doplikovou tidu mizeme utvat ke kazde iide, tedy i k tideé
vytvorené gjakou z uvedenych operacirgami.

_Jsou-li dany fidy A, B, C, jsou tidami také jejich dopky
A B, C

Ttidami jsou nap (A+B), (A+B)<C  pripadré dophky k
nimA+B<C; (A+B) <€ atd.

Priklad. Utvorme doplrk k tfide A+B.

Vime, Ze doplik k tiids A je A.

Vztahenxlenstvi ve tid¢ jsme vymezili pislusnost prvi k vzniklé
mnozirs (A+B) takto:

aa) X MM(A+B) 2{x A) cfix MB)

O dophkové tide vime,
ze obsahuje vSechny
prvky, které nejsou
prvky tidy (A+B).
Tedy

ab) X (A +B) x A) cfix MB) dle De Morgana
upravime predikat na

ac) X IA+B Xx MA) <alx MB)

Dle zakonatikajiciho, se X A 2 A (x je prvkem dopilku A
tehdy a jen tehdy, jestlize neni pravdaxze prvkem mnoZzZinyA).
Aplikaci tohoto zakona.

ad) X A +B 2(x MA) <lx NyB)
ae) A+B=AB viz obr. 8, 9

Jiz rekolikrat jsme upozarovali na Uzkou souvislost konjunkce a
disjunkce vyrokoveho kalkulu s logickymgmkem a sjednocenim

12



kalkulu tid. Na obr.¢. 8, 9 je nazom vidét obsah znamych De
Morganovych zakoin

Kazdou formuli, v niz se vyskytujeipik, |ze nahradit formuli, v niz
se vyskytuje sjednoceni a naopak.

Z tohoto zakona hdreme odvodit pravidlo: Dopék logického
sowinu je roven logickému s@étu dophku jednotlivych tid.

Priklad. (A+B) sC=(A+B)+C

Zakony duality

785 AcB=A+B

786 AsB=A+B

787A+B=AB

788 A+B=AB

Vztah mezi vyrokovym kalkulem, kalkulem predikaa kalkulem
mnozin Ize formulovat takto:

Z kazdé ekvivalence vyrokové logiky, ktera obsahygeuze
funktory konjunkce, disjunkce, ekvivalence a negatiekame
ekvivalence predikatové logiky, resp. rovnosti logi tiid,
substituujeme-li za proénné vyrokové logiky fislusné predikaty
resp. symbolické zry logiky tfid, konjunkci nahradime
operatorem nasobeni(d, disjunkci operatorem &fani (+),
ekvivalenci rovnosti (=). Negaci v kalkulu mnozihapeme jako
doplnky.

Priklad. Z 40

V predikatovém kalkulu substituciPlX DA, d[x B a  uzitim
obecného kvantifikatoru ziskame

[(DX)(x MpA 22 MpB)] 2 Dx) [x MYA <B) fx YA <B)]

13



V kalkulu mnozin

A=B A sB)+(AsB), resp. AB+AB,

Univerzalni a prazdna ¥ida

Univerzalni fida (symbolicky "1” ) obsahuje vSechny prvky dané
oblasti zkoumani.

Prazdna fida (symbolicky "0”) neobsahuje ani jeden prvek dané
oblasti zkoumani.

Jde o mimeéadre dalezité druhy tid (mnozin). Pesrg je lze vymezit
uzitim nam jiz znamych dojpka. Plati rovnosti

A+A=1 (yiz obr. 6)
(Logicky souwet dané ifidy s jejim dopikem vyerpava vsechny
prvky oblasti zkoumani.)

Ask=0 (viz obr. 6)

(Logicky prinik dané tidy s jejim dopikem neniZze mit ani jeden
spole&ny prvek.)

Univerzalni a prazdnéatida maji jako kterékoli jinétidy swij
komplement (doplkk).

Doplkem univerza (1) jé.
Doplikem prazdnétidy (0)  je.

Plati rovnosti 1=0 z1080=1 7109,
Muzeme tedyici, ze

dophkovou ¥idou univerza je prazdnéda,
doplikovou tidou prazdnéridy je univerzum.

Plati:
1+0=1

14



1s0=0

Priklady
T¥ida (soubor)® muzi
Trida (soubor)'K ne-muzi (zeny)
Tiida (soubor)B witelé
Ttida (soubor)B neuitelé (jina povolani)
T¥ida (soubor)C vék. skupina 20 — 60 let
Trida (soubor)é ostatni, tzn. mladsi 20 a starSi 60 let.
A+A vichni olgané bez rozdilu pohlavi
B+B vSichni olgané bez ohledu na
povolani
C+C vichni oléané bez ohledu nask

Samozejne se jedna o stale tytéz &@mny, jimz jsou pirazeny fizné
vlastnosti. Lze to dokonce i vyj#t

(A+A) §B+B) AC+C) = 1alul=1 (dle Z 107)
Z danych tid Ize vytv&et soubory (podidy)

AB usitelé muzského pohlavi
AB wsitelky
AC vSichni muzi 20 — 60 let

15



AC vechny Zeny 20 — 60 let

BC vSichni neditelé (muzi a Zeny jinych
povolani) mladsi 20 a starSi 60 let

ABC ucitelky vekové kategorie 20 — 60 let

(A+A)C vichni olgané (bez ohledu na

pohlavi) ve ¥ku 20 — 60 let. Dle Z
81 upravime na

AC+AC dle Z 93 upravime na

I
1O

coz odpovida skuteosti, Ze neni
nutno uvadt ,vSichni ol¥ané*,
protoZze neni podminka eliminujici
muze nebo zeny

atd.

Nasim ukolem je odést logicky od vSech zen¢kove kategorie 20
— 60 let witelky 20 — 60 let. Od#taniieSime dle zakona Z 110.

Vaechny zeny 20-60let  _7-
Ucitelky 20-60let  _Apc
aa) AC-ABC=AC GABC dle De Morg. zakona
ab) =AC (A +B+C) dle Z 81
ac) =ACA+ACB+ACC dle Z 106 a 74
ad) = ABC

Vysledkem jeitida, zen jinych povolani, (n&itelky), 20 — 60 let.
K tiéidam A, B, C pripojime dalSi

D manzelsky stav (zenaty, vdana)

16



D ostatni (vdovec — vdova, rozvedeny,
rozvedena).

Nyni mizeme vytvéet podrobgjSi seznamy.

Napiiklad: ABCD tj. witelka (AB), vekova skupina do 20 ags 60
let (C), vdana D).

Univerzum (1) obsahuje, jak jiz vime, vSechny prviaseho oboru
promennosti. NasSim Ukolem je odist od univerza nas soubor
ABCD

ba) 1-ABCD (,Vichni lidé* minus
vdané uitelky ve
vékové hranici do 20 a

pres 60 let).
bb) 1ABCD dle De Morganovych z.
bc) 14A+B+C+D) dle Z 102

bd) A+B+C+D

Pokud byl na$ postup bezchybny, musi logicky cebABCD 3
A+B+C+D yyeerpat celou oblast zkoumani.

be) ABCD+(A+B+C+D) O spravnosti nadeho
predpokladu se snadno
preswd¢ime Upravou
souboru
(A+B+C+D)na
pranik De Morganovym
zakonem, coZ se rovna
univerzu (1), protoze

plati Z 107 A+A=1

17



bfy ABCD +ABCD

Dukaz prove'me jes¢ dalSim zfisobem.

ca)
cb)
cd)
ce)
cf)

t)
ch)
Ci)

c))

ck)

ABCD +(A+B+C+D)
(A+ABCD)+B+C+D
A+BCD+B+C+D
(B+BCD)+A+C+D
B+CD+A+C+D
(C+CD)+A+B+D
C+D+A+B+D
A+B+C+(D+D)
(A+B+C)+1

1

dleZ74a78
dle Z 99
dleZ74a78
dle Z 99
dleZ74a78
dle Z 99
dleZz74a78
dle Z 107 a 78
dle Z 103

V dalSim gikladu si zjistime sloZzeni souboru, ktery wytivoe
pranikem tidy muzi 20 az 60 letAC) se sodtem mnozin mui —

ucitelit (AB) se véemi nezenatymi do 20 e 60 1efCD).

da)
db)
dc)
dd)
de)

AC(AB + CD)
ACAB + ACCD
ABC + ACCD
ABC+0

ABC

dle Z 81
dlez95, 273

dle Z 106, Z 104
dle Z 105

Vysledkem tohoto fimiku je tida witela (mu4i) kategorie 20 az 60

let.
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Posledni tlohou je zji&bi ttidy, kterou utvéime logickym
soutem

—ttidy mudi, witela, mladSich 20 a starSich 60 let,
—tidy Zen, ditelek, mladSich 20 a starSich 60 let,

—ttidy zen, netitelek, mladSich 20 a starSich 60 let.

ea) ABC+ABC+ABC za souet pokladame
nejjednodussi, ovsem
ekvivalentni formuli.
Upravime podle Z 96

eb) ABC+ABC+ABC+ABC zjednodusime podle

Z 93
ec) BC+AC dale podle Z81 a Z 74
ed) C(A+B) coz je hledan&fda.

q
Na uvedenych ifkladech je #ejmé, Ze i pro soubory vytieéné
z pouhych 3 mnozin neni jednoduckesSit vztahy mezi nimi bez
pomoci kalkulu, i kdyz je to moznériRrySSim p@tu souboi je to
témetr nemozné. Usdomime-li si, Ze naprost&téina ulohieSenych
na osobnich potatich neni niim jinym, nez hromadnym
zpracovanim dat (prace se soubory), Wise dilezitost logiky tid
v dalSim aspektu.
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Rozklad univerza danych ¥id

Ttidu , 1" nazyvame univerzalniitiou neboli univerzem.
Univerzumvycerpava beze zbytku danou oblast zkoumani.
Kazdé univerzum lze rozkladat na navzajem disjunitodtidy
(podmnoziny). Jejich logicky sdat je samaiejme 1.

A) Nejjednodussim zakladnim Uplnym rozkladem aria je
rozklad naitidu (mnozinu) a jeji dopk: A+A=1
Rikame, Ze je to univerzum rozlozené na tidy (tfida Aa
jeji doplnek K).

B) Dle z. expanze pro fmik (Z 93) vime, ZéA miZzeme roz§it
na tvarAB +AB, 4 A analogicky substituch zaA na
AB+AB_ Dostavame rovnost

AB+AB+AB+AB=1

Takto utvédenym mnozinantAB, AB, AB, AB) rikame
scitance

Univerzum jsme tedy rozlozili na €isance, jejichz logicky
souket je 1.

C) Zakon 93 iizeme vSak uZzit pro rozéni kazdéhodtance
o dalSi fidu (C).

A A A A

ABC+ABC + ABC+ABC + ABC+ABC + ABC+ABC=1(A, B,C)

AB + AB + AB + AB
=1(A,B)

Jde opt 0 univerzum rozlozené tentokrat na osiesdi.
Muzeme shrnout:

1. Univerzum je mozno rozlozit na jednotlivétance. Poet
itanal je dan rovnosti
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S=2"
kdeSje paet gitana an pocet danychiid.

2. Tridy A, B aC slouzi pouze k pojmenovaniigndi rozkladu;
samy o sobvsSak gitanci rozkladu nejsou.

3. Kazdy sitanec je logicky pmik (sowin) danych tid nebo
jejich dophka.

4. Logicky sodet vSech &tanal je 1.

5. Zadné dvasétance nemaji shodny tvar.

6. Kterykoliv ze &itandi s kterymkoli jinym gitancem je
disjunktni.
Vlastnosti gitanal a jejich logického satiu jsou patrné z obrazku
10.
Pokud bychom ®li za Ukol provest rozklad univerza piady A, B,

ABCDE+ ABCLE + ABCDE + * +ABCDE +ABCDE = 1(A, B, C, D, E)

C, D, E mél by tento rozklad &tand: 2° = 32.

(V rozkladu univerza uvadime v pragésti rovnosti za konstantou 1
v zavorce mnoziny, na které univerzum rozkladante (A), ... =
1(A,B),...=1A,B,C),...=1 A, B,C,D, E) apod.)

O rozkladu univerza provedeném formalnimisgbem vime, ze
logicky souet vSech &tandi = 1. Pokud je &ktery ze sitandi
prazdnou fiidou, je sotet neprazdnych ¢#anai také roven 1.
V praktickych gikladech nas prav zajima, které ze ¢gana
tvoricich v sodtu univerzum, jsou prazdné a které nikoliv.

Ty itance, které jsou prazdnéjpbeme eliminovat, aniz to zZmi
logicky soutet.

Priklad. V naSem gikladu s ¢iteli ea) (viz str. 121-125) @teme
provést formalni rozklad univerza

ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC = 1(A, B, C)
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Logicky sowet provadime se souboABC, ABC, ABC,

Ty jsou neprazdné. Ostatnéitance neobsahuji ani jeden prvek,
jsou tedy prazdné.
Rozklad univerza vypada tedy takto:

ABC+ ABC + ABC+ABC + ABC+ ABC + ABC+ ABC = 1(A, B, C)
0 0 0 0 0 -0

Dle Z 105A+0=A nezn#ni eliminace prazdnychit univerzum.
(Stale je rovno 1.)

ProtoZe neprazdnyianec je pinikem (logickym sotinem) a ten
muze byt neprazdny tehdy a jen tehdy, jsou-li nepr@zdSechny
tiéidy, které jej tvei, miZzeme usoudit, Ze kazda zecastrenych
mnozin ma prvky pro neprazdné soubory.

Nazorreé vyvstane redukované univerzum na obr. 11

Redukované univerzum tiicSrafovana plocha
e) ABC+ABC+ABC=1(AB,C)
Potom ostatnictance
f) ABC+ABC+ABC+ABC+ABC=0
Redukované univerzum Ize zjednodusit (minimalizpvat
ea) ABC+ABC+ABC=1 Gprava dle Z 96 a 78
eb) (ABC+ABC)+(ABC+ABC)=1  (le z 94

ec) BC + AC (obr. 12)
Komentar k obr. 12:

BC=||

AC= =

BC +AC = neprazdné plocha
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Obrazkycislo 11, 12, 13 graficky dokumentuji, Zze redukované
univerzumABC + ABC + ABC znazotiuje mnoZinu rovnou
minimalizované mnozinBC +AC,

ABC +ABC + ABC = BC+AC = C(A+B)

—
Obr. 11 Obr. 12 Obr. 13
Komentar k obr. 13:
A+B=|||
C ==z
C(A+B)

ed) C(A+B) (obr. 13) &tvereskovana plocha.
Stejre tak I1ze minimalizovat zbyvajici (prazdné&jtance, které jsou
doplhkem redukovaného univerza.

fa) ABC+ABC+ABC+ABC+ABC=0 dle Z 93
) AC +ABC+ AC = dle Z 74
fc) ABC + AC+ AC = dle 7 93
fd)  ABC + C = dle Z 99
fe) C+AB (viz bila plocha obr. 12)

Abychom dikladreg pronikli do €chto operaci, provedeme zkousku:
Pokud byly naSe uvahy a vyfg spravné, pak musi platit, Ze
formule ed (redukované minimalizované univerzungjdky se&teno

s prazdnymi &tanci (v minimalizovaném tvar& *AB) musi dat
univerzum.

Tedy

ga) [C(A+B)] +(C+AB)=1(AB,C) dlez81az78
gb) (AC+BC+C+AB) =1 dle Z 74

gc) (C+AC+BC+AB) =1 dle Z 99
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gd)
ge)
gf)

g9)
gh)

C+A+B+AB
A+AB+B+C
A+B+B+C
A+1+C

1
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Logické podminky, konstrukce redukovaného

univerza z logickych podminek.
M¢éjme fi tridy (mnoziny):

A — tfida w&iteli pedagogickych fakult
B — tida vysokoSkolskychditel

C — fida wdecko—pedagogickych pracovijkichz se tyka
vysokoskolsky zakon.

Mezi tsmito ttemi tidami plati vztahy inkluze”A BB aB ©C.
Inkluze je tranzitivnim vztahem. Plati tedy

[(AYB) dB YC)l &(AYC)

Z toho plyne, Ze cokoli jéeceno oB, tyka se iA a cokoli jefeceno
o C, tyka se B.
O kterémkoli prvku (titeli) mizemetici, ze

x A 22x MPAB, x HB =2x NYBC.
A svislé Srafovani
B vodorovné Srafovani
C Sikmé Srafovani
Obr. C. 14 tuto skuténost demonstruje.
(Cokoliv je vypovidano o &decko-pedagogickych pracovnicich,
tyka se vSech vysokoskolskyckitelt, cokoli je vypovidano o
vysokosSkolskych titelich, tykd se vSech¢iielt pedagogickych
fakult.

Cokoli je reteno o w@itelich pedagogickych fakult, nemusi se tykat
v3ech ditela VS a

cokoli je feteno o ditelich VS, nemusi se tykat vieckdecko—
pedagogickych pracovnik

Existuji zde tedy tytéz relace, které byly pops&meyvyrokovém
kalkulu @i vykladu funktoru implikace.
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Logickeé rovnosti zapisujeme
A=AB A YAB resp. A" AB
B=BC B YBC, resp.B"£ BC

(Pozn.: Je zvykem zapisovat logické podminky s @oeem = ;i
kdyz nejde o rovnost v matematickém slova smyslu.)

Mame-li stanoveny logické podminky (v naSefippc AB, BO),
pak do Uplného rozkladu univerza substituujema|as, zaB|BC.

A|AB, BBC

ABC+ABC +ABC+ABC + ABC+ABC + ABC+ABC = 1(A, B, C)

dle Z 95, Z 106

ABBCC+ABBCC + ABBC+ABBC + ABCC+ABCC + ABC+ABC = 1(A, B, C)

ABC+0+0+0+ABC+0+ABC+ABC=1(A,B,C)

ABC + ABC+ABC+ABC = 1(A,B, C)

Dosazenim logickych podminek a postupnym uzitifislpsSnych
zadkomi jsme eliminovali prazdné fitly a dospli jsme Kk
redukovanému univerzu.

V praxi naseho fikladu to znamenda, Ze vzhledem k logickym

podminkam
A=AB a B =BC,
jSOu mozné varianty:

— vechnyitdy v ginnosti (ABC),

_ &itelé PF n&inni a ostatnéinni (ABC)
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— &inni pouze ¥decko-pedagogii pracovnici ABC)
_ véichni n&inni (ABC).
Priklad.
Charakteristika logickych rovnosti je patrna naledgicim:
A - Plzeriané A - ne-Plzggané
B - Prazané B - ne-Prazané
Logické podminky:
Kazdy Plzéan je zarovié ne-Prazan A=AB
Kazdy Prazan je zaroiiee-Plzétan  B=AB
Uplny rozklad univerza pro mnoziny A,B:
AB+AB+AB+AB = 1(A, B)
Substituce: za A dosadimg, za B dosadimés
(AB)(AB) +(AB)B+A(AB) +AB = 1(A, B)
0 + AB+ AB +AB=1(AB)
0+(AB+AB)+(AB+AB)=1(AB) dle Z96 aZ 74 a Z 78.

A+B=AB dle Z 93 neni pravda, z&kdo miZe byt sodasre
Plzeianem a Prazanem.

Pro zvladnuti této techniky dop@ujeme vypracovat obdobny
piiklad pro ¥i mnoziny: A (Plzéan), B (Prazan), C (Ban).
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Souhrn

Upiny rozklad univerza ma"2neprazdnychitd, ale jen tehdy,
nejsou-li tidy vazany #jakymi logickymi podminkami, které
mizeme vyjadt tzv. logickymi rovnostmi

Jsou-li rEkteré ftidy, pro rZz d&lame rozklad univerza, vazany
logickymi podminkami, ma rozklad univerza

2" —m <itana.
(n = patet fid, m = paiet prazdnych@tandi.)

Tim uzavirame vyklad operaci $idami, @i nichz provadime
¢innosti:
1) Zname-li logické podminky, formalizujeme jeygadiime je
logickymi rovnostmi.

2) Pravé strany logickych rovnosti substituujetoaipiného
rozkladu univerza.
(Mame-li logickou rovnost pro mnozinu, neni nutndstituci
provadt pro dophky.)

Piiklad: Mame-li logickou rovnich = AB, substituujeme\B
vSude tam, kde j&. Neni teba substituovat zA odpovidajici
AB

3) Po substituci provedeme uzitifighuSnych zakoinkalkulu
tiid eliminaci prazdnychvid.

4) Ziskdme redukované univerzum.

28



Vyvozeni logickych podminek z redukovaneho

univerza

Lze tici, Ze jde o zgtny postup, nez jaky byl popsan vegchozi
¢asti.

Mame dano (zjistime v praxi, vypozorujeme) redukwva
univerzum. Z toho plyne, ze existugjake logické podminky, které
nékteré gitance eliminovaly. Tyto podminky je nutno najit a
Vyjadiit v nejmijatelngjSi formg. (Nemusi to byt vzdy ta
nejstriéngjSi. Sledovat mizeme srozumitelnost v narodnim jazyce,
ekonomické hledisko, technickou realizovatelnosidap

Problém si opt budeme modelovat na jednoduchétiklpdu se
tremi tidami.
Predstavme si, Ze sledujems&jaké zdizeni, které ma 3 samostatné
casti A, B, C. Chapat je budeme jako mnozinu okanmzikdy je
néktera z¢astiA, B, C v pohybu, dopiky jsou pak klidové stavy.
Pozorovanim zjistime, ze se opakuji periodickyasiti

ABC ¢astAv chodu, B v klidu, C v chodu,
AEE ¢astA v chodu, B v klidu, C v klidu,[]
KBC ¢astA v klidu, Bvchodu, Cvchodu,
KEC ¢astA v klidu, B v klidu, C v chodu.

Tyto ¢tyfi kombinace jsou neprazdnéitance a tvéi redukované
univerzum

ABC + ABC+ ABC+ABC = 1(A, B, C)

ProtoZe zname celkovy pet gitandi (2°), vime také, kterésftance
jsou prazdné:

ABC + ABC + ABC+ABC = 0(A, B, C)
Z predchoziho vykladu zndme logicky zakon

A+A=1
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z nej jsme odvaodili
A = ABC + ABC + ABC + ABC

A=ABC+ABC+ABC+ABC
V uvedenych rovnostech nalime prazdnédtance konstantou O:

A=0 +0+ABC+ABC dle Z 105

A=ABC+0+ABC+ 0

A =ABC+ABC kaZzdou z&chto rovnosti budeme
A=ABC+ABC minimalizovat

A = ABC + ABC dle 7 94

A=AB

A=ABC+ABC dle 7 94

A=AC

Zjistili  jsme logické rovnosti, které eliminovaly cisance
ABC +ABC + ABC + ABC 3 vedly k redukovanému univerzu

ABC + ABC+ABC+ABC = 1(A,B, C)

HledanareSeni jsou

Zkousku provedeme tak, Zze do Upineho rozkladu uméve
substituujemeA|AB, AJAC

ia)ABC+ ABC + ABC+ABC + ABC+ABC + ABC+ABC = 1(A, B, C)
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substituciAlAB, A|AC

ib) ABBC+ABBC+ABBC+ABBC + ACBC+ACBC +ACBC+ACBC = 1(A,B,C)
ic) 0+0+ABC+ABC+ABC+0+ABC+0 =1(A,B,C)
id) ABC+ABC+ABC+ABC=1(A,B,C)

(Protoze se stale opakuji tytéz logické zakonyyékteyuzivame,
nebudeme je jiz nadale uvdda rekteré trivialni operace budeme
slucovat.)

Hledali jsme logické rovnosti prditly A aA Stejré tak mizeme
vyjit od B aB, resp.C aC.

NaSe redukované univerzum
ABC + ABC + ABC + ABC = 1(A, B, C)
B=ABC
= ABC +ABC + ABC

we]

B=AB+BC
=B(A+C)

we]

C =ABC+ABC +ABC

C=AC+BC
C=C(A+B)
C=ABC
Ziskali jsme ii skupiny logickych rovnic:
L A=A > B=ABC > C=C(A+B)
A=AC B=B(A+C) C=ABC
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Rikame jim logické podminky stejného smyslu. TytskBipiny jsou
si navzajem ekvivalentni, tzn. Ze pouZijeme-li peliminaci
prazdnych &tandi kteroukoli z nich, dosjieme ke stejnému
redukovanému univerzu.

To nam umoituje zvolit z rkolika ekvivalenci tu, ktera je z
jakychkoliv divodia nejnazorgjSi nebo nejvhod$Si z praktickych
duvodd, zvlase pri veétSim pa@tu teid.

Poznatky o ekvivalenci logickych rovnosti lze praky vyuzit i
tenkrat, kdy zname logické podminky a tedy logick&nosti a
hledame pro &ekvivalentni rovnosti pro jinéitly.

Postupujeme takto:

1) Danymi logickymi rovnostmi eliminujeme prazdiigly a
utvorime redukované univerzum,

2) Zredukovaného univerza odvodime logické ratinaro dalsi
tridy. (Ke skupig danych rovnosti utw@me dalsi,
ekvivalentni skupiny.)

Priklad. Mame zjis¢ény logické podminky, které lze vyjat
rovnicemi.
A=AB+C)
A=ABC

Nasim ukolem je najit logicke rovnosti, které ehmi tytéz prazdné
itance praC aC.
ja) ABC+ABC+ABC+ABC+ABC+ABC+ABC+ABC =1(A B,C) subst.

A|A(B+C) A|ABC
jb)

A(B +C)BC +A(B + C)BC + A(B + C)BC + A(B + C)BC + ABCBC + ABCBC + ABCBC + AB!

jc)(AB+AC)BC+ (AB+AC)BC + (AB+AC)BC+(AB+AC)BC+ABC+0+0+0=1

jd) ABBC+ACBC+ABBC + ACBC + ABBC+ACBC+ABBC + ACBC + ABC= 1
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je) ABC+ABC+ABC+0+0+ABC+0+0+ABC=1
ifi ABC+ABC+ABC+ABC=1 redukované univerzum
z ngj odvodime
ja) C=ABC+ABC+ABC dle Z96aZ 78

= (ABC+ABC) +(ABC+ABC)  dle 7 93

=AC+BC dle Z 82

—C(A+B)

C=ABC
Logickée rovnice, které eliminuji tytéZisance a vedou k totoznému
rozkladu univerza jsof = C(A+B)

C=ABC

Cten&am doporgujeme provést zkousku substituci do Uplného
rozkladu univerza praidy ABCa eliminaci prazdnychid.
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